8. Legkisebb négyzetes illesztés adatokra

Ha egy fiiggvény kozelito értékét akarjuk meghatarozni valamilyen eléirt pontban, akkor
alkalmazhatjuk az interpolaciot, vagyis a fliggvényt az ismert pontjain athaladé polinommal
kozelithetjiik. Az interpolacio alkalmazasanal feltételeztiik, hogy a kozelités hibajanak f6 forrdsa az
interpolacids formula képlethibaja, nem pedig az ismert fiiggvényértékekben levo kerekitési vagy
mérési hiba.

A miiszaki-gazdasagi életben lejatszodo folyamatok leirasa soran konkrét mérésekbdl nyert
informéciok alapjan akarjuk meghatarozni a keresett fliggvényt. A mért adatok pontossagara ,,nem
lehet mérget venni”. Megprobalunk olyan kozelit6 fiiggvényt keresni, amely ,,simitja” a mérési
eredményeket, azaz megprobalja kiegyenliteni a hibakat.

A legkisebb négyzetek modszerét eldszor a csillagdszatban hasznaltak, tistokosok palyajanak
leirasdhoz. A modszer masik elnevezése, a regresszidszamitas az angol regression to the mean
(visszatérés az atlaghoz) kifejezésbol szarmazik. A mddszer a statisztikai kiértékeléseknél is gyakran
hasznalatos.

A feladatot 2 1épésben oldjuk meg:

1.) Megallapitjuk az altalanos formulat, azaz a kdzelito fiiggvényt.
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Ehhez célszerii a megfigyelt adatokat koordinatarendszerben abrazolni, s megrajzolni az adott pontok
kozé jol illeszkedd gorbét. Igy azonnal kitinnek azok az adatok, amelyekben valdsziniileg tobb a
mérési hiba. A gorbe megrajzolasahoz altalanos meggondolasokat is figyelembe kell venni, példaul
azt, hogyan kell viselkednie a gorbének 0-hoz kozeli x esetén, nagy x értékekre, atmegy-e az origdn,
metszi-e a tengelyeket, stb. Ezek utdn a megrajzolt gorbét sszehasonlitjuk a legfontosabb elemi
figgvényekkel, és igy meg tudjuk allapitani a fiiggvényt leiro képlet tipusat.

2.) A tapasztalati adatok alapjan meghatarozzuk a képletben szerepld paraméterek értékeit.

V 8. 1. Egyenes illesztés legkisebb négyzetek modszerével (a regresszios



egyenes)

A gyakorlatban sokszor el6fordul, hogy N darab (x,y) i=I..N pontra linearis fiiggvényt kell

illeszteni. Az illesztés pontossagat az eltérések négyzetosszegével mérjiik.
Az illesztend6 egyenest vegyiik fel

f(x,a,b) =ax+b
alakban, ahol a és b értékeit keressiik!
frjuk fel az x; helyen mérty, ésa f (xl., a, b) fiiggvényértékek eltéréseinek négyzetosszegét. (Ha a

négyzetekkel szamolunk, kikiiszoboljiik, hogy a pozitiv és negativ eldjelil eltérések kiegyenlitsék
egymast. Szamolhatnank abszolutértékekkel is, de az nagyon megnehezitené a szamolast.)
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Ez az eltérés az a, b paraméterek kétvaltozos fiiggvénye. Ennek a fiiggvénynek a minimumat
keresiik, vagyis a minimumot ado

egyenletrendszert kell megoldani. A derivalas elvégzése és atrendezés utan a kdvetkezo, a €és b
ismeretleneket tartalmazo6 linearis egyenletrendszert kajuk:

b [ixl- iﬁ] = iy,- X; 5
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bevezetve az



jeloléseket, az egyenletrendszer megoldasa jol megjegyezhetd alakot Olt.
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V 8. 1. 1. Egyenesillesztés Maple-lel

Hasznalt Maple parancsok: LeastSquares

1. Példa Adjuk megaz X :=[1,1.5,2,2.5,3,3.5,4],Y:=[5,54,7.8,9.5,11.1,12.3,15.2]
halmazokkal adott pontokra a legkisebb négyzetes kozelitést add linearis polinomot!

Megoldas

Azx; €s y; adatokat egy X €s egy Y vektorban adjuk meg. A CurveFitting csomag tartalmazza a

legkisebb négyzetes illesztes LeastSquare(Fiiggetlen valtozo adatai, Fiiggo valtozo adatai,
fiiggetlen valtozo, curve=tipus ) parancsat.

> restart : with(CurveFitting) : X :=[1,1.5,2,2.5,3,3.5,4]:
Y:=1[5,54,78,9.511.1,12.3,15.2]: N :== nops(X) :
> y:= LeastSquares(X, Y, x, curve=>b + a x)

y:=0.953571428571426 + 3.40714285714286 x

Szamitsuk ki az egyes mért Y elemek eltérését az egyenes megfeleld fiiggvényértékétol, illetve
az eltérések négyzetdsszegét!

> elteresek .= [seq( [ [Xl, Yl], [Xl, subs(x =Xl.,y) ]], i=1 ..N) ]

elteresek == [[[1,5], [1,4.360714285714281], [[1.5,5.4], [ 1.5, 6.064285714285711]], [ [2,
7.81, [2,7.767857142857141], [ [2.5,9.5], [2.5,9.4714285714285711, [[3, 11.1], [3,
11.17500000000001], [[3.5,12.31], [3.5, 12.8785714285714 1], [[4, 15.2], [4,
14.58214285714291]]

N
> z subs (x="2X"%y) —
z=1

||M2

subs ) YZ)

7
2 (0.953571428571426 +3.40714285714286 X, — ¥;)> = 1.573928570
i=1

Rajzoljuk fel a pontokat, az egyenest, és az eltéréseket.

> N:=nops(X) :
pontok :=plot( [seq( [X Y], i=1. N) ], style= point, symbol = diamond, color = black) :

[

x0 = min(seq(X., i=1 ..N) ) DXy = max(seq(Xl., i=1 ..N) ) 10 = min(seq( Y,i=1

1



..N) ) Syvi= max(seq( Y,i=1 ..N) ) : graf .= plot(y, x =x0 — 1 ..xv, color =red) :

rajz = plot(elteresek, color = black, thickness=3) : plots| display]( [ pontok, graf,
rajz), axes = framed),
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V 8. 2. Magasabbfoku polinomok illesztése legkisebb négyzetes
modszerrel

2. Példa Vegylik az 1. példa adatait, illessziink a pontokra méasodfoku gorbét.

Megoldas

V 8. 2. 1. Megoldas 1épésenként

> restart: X:=1[1,1.5,2,2.5,3,3.5,4]:
Y:=1[5,54,78,9.511.1,12.3,15.2]: N :== nops(X) :

> f:=x—>ax2+bx+c:

Képezziik a mért és a szdmitott értékek eltérések négyzetdsszegét!

> F = szmpllfy[Z(f(Xl) - Yz)zJ

i=1

F = -132.6000000 ¢ — 1203. a — 379.2000000 b + 548.1875000 &> + 323.7500000 a b
+101.5000000 @ ¢ + 50.75000000 b> + 35. b ¢ + 7. ¢ + 710.7900000

Az (a,b,c) ismeretlen paramétereket hatarozzuk meg gy, hogy az eltérések dsszegének
minimuma legyen ezen a helyen! Ehhez a parcialis derivaltaknak el kell venni.
0 0 0
>el=—F=0;e2:=— F=0;e3:=— F=
e % 0;e b 0; e3 % 0
el :=-1203. +1096.375000 a + 323.7500000 b + 101.5000000 ¢ =0



e2 :=-379.2000000 + 323.7500000 a + 101.5000000 6 + 35.c=0
e3 :=-132.6000000 + 101.5000000 a +35. 56 + 14.c=0

Egy 3x3-as linearis egyenletrendszert kell megoldani.

> evalf (solve({el, e2,e3}, {a,b,c}))
{a =0.3000000000, b =1.907142857, ¢ =2.528571429}
> parabola := subs(%, f (x))
parabola = 0.3000000000 x> 4 1.907142857 x + 2.528571429

V 8. 2. 2. Megoldas a CurveFitting[LeastSquare] parancsaval
> with(CurveFitting) :y == LeastSquares(X, Y, x, curve=a CHbx+ c)
y:=2.52857142857142 + 1.90714285714286 x + 0.299999999999999 ¥

> elteresek := [seq([[X[i], Y[i]], [X[i], subs(x=X[il,y)],i=1..N)];

elteresek .= [[[1,5], [1,4.735714285714281], [[1.5,5.4], [ 1.5, 6.064285714285711], [ [2,
7.81, [2,7.54285714285714 11, [[2.5,9.5], [2.5,9.1714285714285711, [[3, 11.1], [3,
10.950000000000017, [[3.5,12.31], [3.5, 12.87857142857141], [ [4, 15.2], [4,
14.957142857142911]

=

||M2

subs x—'X’l,y Z Subs X, y) — Yl)

~

2
Z (2.52857142857142 +1.90714285714286 X, + 0.299999999999999 X; — V)

=1.101428572

A négyzetes eltérések sszege kisebb, mint az egyenestdl valo eltérés. Rajzoljuk fel a pontokat
¢s a parabolat!

> N :=nops(X) :
pontok :=plot( [seq( [Xl, Yl] i=1 ..N) ], style = point, symbol = diamond, color = black) :
x0 = min(seq(Xl., i=1 ..N) ) TXV = max(seq(Xi, i=1 ..N) ) 10 = min(seq( Y,i=1
..N) ) 1yvi=max(seq(Y,i= 1 ..N) ) : graf .= plot(y, x =x0 — 1 ..xv, color =red) :
rajz .= plot(elteresek, color = black, thickness=3) :
> plots[display]( [ pontok, graf, rajz], axes = framed)
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V 8. 3. Linearizalas

A kovetkezd példa azt mutatja, hogy néha sem a l1épésenkénti megoldas, sem a LeastSquare
parancs haszndlata nem vezet eredményre.

3. Példa A pszichologusok vizsgaltak a felejtés folyamatat. Az emlékezetben tartas és a felejtés
ellentétes folyamatok, a kettot altalaban egyiitt szoktak vizsgalni. A kisérleti vizsgalatok
kimutattdk, hogy a felejtés, bar annal nagyobb, minél hosszabb id6 telt el az emlékezetbe vésés oOta,
joval gyorsabb kezdetben, mint késbb. Kisérletek soran az emlékezetben tartast vizsgaltak: a
megtanult anyagot 100%-nak véve, az emlékezetben tartott anyag az id6 mualdsaval a kovetkezd
modon valtozott

ido 20 perc 1 dra 9 ora 24 ora 2 nap 6 nap 31 nap
emlékezet | 38 % 44% 34% 36% 28% 25% 21%

a; Adjuk meg a felejtés (pontosabban az emlékezetben tartas) gorbéjét!
b; A megtanult anyag kb. hadny sz4dzaléka marad meg 2 hét mulva?

Megoldas
Legyenek a X halmaz elemei az id6 értékei 6rdban, Y elemei pedig az emlékezet %-os értékei.

> restart; X := %, 1,9,24,2-24,6-24,31-24 | : Y= [58, 44, 34, 36, 28, 25, 21 ] :



A kozelitd fliggvény kivalasztasahoz rajzoljuk fel a megfelel pontokat!

> N :=nops(X) :
pontok :=plot( [seq( [X Y], i=1 ..N) ], style = point, symbol = cross, symbolsize =20, color

pLi
=red, view=1[1..750, O..70]) :
pontok
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A pontok nem valoszini, hogy lineéris kapcsolatot mutatnak. Probalkozzunk elészor

y= L +b tipusu fiiggvénnyel.
X

> with(CurveFitting) :y := evalf (LeastSquares (X, Y, x, curve = < 4 b) )
X
10.25766230

X

y:=29.01478367 +

> n:=nops(X) :
pontok :=plot( [seq( [Xl, Yl], i=1 n) ], style= point, symbol = diamond, symbolsize = 20,

color= black) :
x0 = min(seq(Xl., i=1 ..n) ) TXVi= max(seq(Xl., i=1 n) ) 10 = min(seq( Y,i=1 ..n) ) :
Y= max(seq( Y,i=1 ..n) ) : graf := plot(y, x =x0..xv, color =red) :
> plots[display]( [ pontok, graf ], view= [x0..xv, y0 — 1 ..yv], axes = framed)
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Az abrabol latszik, hogy a pontokhoz tartozo legjobb hiperbola is meglehetdsen pontatlan.Nézziik
meg a négyzeteltéréseket!
n
> z subs(x— 'X'l,y Z subs x= )(lby) — Yl.)z; emlekezes = subs(x=14-24,
i= 1 i= 1
y):
2

1025766230 Yi) ~166.0011616

7
> [29.01478367 +
i=1

i

Ha hiperbolaval kozelitenénk, az emlékezés 2 hét (336 o6ra) mulva 29%, ami tobb, mint a 6 nap
utan mért érték. Probalkozzunk valamilyen mas, negativ kitevdjli hatvanyfiiggvénnyel, legyen

y=a x> alak.

> yi= LeastSquares(X, Y, x, curve=a xb)
Error, (in CurveFitting:-TeastSguares) curve to fit is not linear

in the parameters

Hibaiizenetet kapunk, a parancs erre a fiiggvénytipusra nem végrehajthatd. Nézziik meg, hatha
1épésenként elvégezhetd a feladat megoldasa.

> f:=x—>axb:

A jol ismert mddon képezziik az eltérések négyzetosszegét!



> F:=simplify

2(1(%) - Y»Z}

i=

F=a’9"—116a3""+9602 +a> —88a +a°81°—68 a 9" + a*> 576" — 72 a 24" + 4> 2304
— 56 a 48" + a?20736" — 50 a 144 + 4% 553536° — 42 4 744"

b

Az (a,b) ismeretlen paramétereket hatarozzuk meg ugy, hogy az eltérések 0sszegének minimuma
legyen ezen a helyen. A parcidlis derivaltakat tegyiik 0-val egyenléveé.

> o1 =l F=0: 2-—iF—O
e.—aa —,e.—ab =
el =2a9"—1163"+2a—88 +2a81"—689"+24a576" —72 24" + 2 4 2304” — 56 48
+2a20736" — 50 144° +2 4 553536” — 42 744" =0
e2:=-2a>9"In3) +116 a3 °In(3) +44*81°In(3) — 136 @ 9”1n(3) + 2 a® 576" In(24)
—72 424" In(24) + 2 a*2304° In(48) — 56 1 48" In(48) + 4 4> 20736" In(12)

— 100 ¢ 1447 In(12) + 2 4> 553536" In(744) — 42 a 744" In(744) =0

b

Latszik, hogy a-ra, b-re bonyolult, nem linedris egyenletrendszert kaptunk.

> solve({el,e2}, {a,b})

Warning, computation interrupted

A megoldas nagyon hosszu ideig tart, ezért megszakitottuk. Mas utat kell keresniink. Alakitsuk at a
keresett hatvanyfiiggvényt linedris fiiggvénny¢ ugy, hogy mindkét oldal természetes alapt
logaritmusat vessziik.

> restart : with(CurveFitting) : linerizal == In(y) =ln(axb) :

A logaritmus azonossagai miatt:
> linerizal = In(y) =In(a) + b-In(x) :

Vezessiink be 0j valtozokat, legyen In(y) =u, In(a) =4, In(x) =v

> subs({In(a) =4, In(x) =v, In(y) =u}, linerizal)
u=A+>bv

gy mar linearis kifejezést kapunk v, u adatokra, 4 és b értékeit egyenesillesztéssel megkaphatjuk.
A X és Y halmaz elemeit is logaritméalni kell, hogy U és V" halmazok elemeit megkapjuk.

> X:= %, 1,9,24,2-24,6-24,31-24 | : Y:=[58, 44, 34, 36, 28, 25,21]: N == nops(X) :

> V= [seq(evalf(ln(Xl.) )si= 1 ..N) ]; U:= [Seq(evalf(ln(Yl.) )si= 1 ..N) ]
V:=1[-1.098612289, 0.,2.197224578, 3.178053830, 3.871201011, 4.969813300, 6.612041035]

U:=[4.060443011, 3.784189634, 3.526360525, 3.583518938, 3.332204510, 3.218875824,

3.044522438 ]

> egyenes = u = LeastSquares(V, U, v, curve=bv + A)
egyenes :=u =3.85951880498793 — 0.125015285151951 v

Most alakitsuk vissza az egyenletet:



> logaritmusos == subs({u =In(y), v=In(x) }, egyenes)
logaritmusos :=In(y) =3.85951880498793 — 0.125015285151951 In(x)

Ebbdl kell y-t kifejezni, mindkét oldalt e hatvanyara kell emelni.

lhs(logaritmusos) ( rhs(logaritmusos) )

=expand| €
47.4425167729163
x0.125015285151951

> hatvany = e

hatvany .=y =

N
> z Subs =X, rhs(hatvany 2

l=1

||M2

Subs x=X, rhs(hatvany)) Yl)

2

7
47.4425167729163 _
z 0-125015285151951 =Y, | =47.55712871

i

i=1

Az eltérések négyzetdsszege mar joval kisebb, mint a hiperbolanal kapott 166.0011616 -os érték.

> pontok :=plot( [seq( [Xl, Yl] i=1. N) ], style = point, symbol = diamond, symbolsize =20,
color = black) :
x0 := min(seq(Xl., i=1.N) ) 1 xv:=max(seq(X,i= 1. N)):
0 = min(seq( Y,i=1 ..N) ) Cyvi= max(seq( Y,i=1. N) ) graf = plot(rhs(hatvany), x

=x0..xv, color =red) :
> plots[display]( [ pontok, graf ], view=[1..750, 0 ..70], axes = framed)
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Az emlékezés 2 hét (336 6ra) milva mar sokkal pontosabb illesztésnek felel meg

> emlekezes == subs(x =14-24, rhs(hatvany) );
emlekezes :=22.9264437799361

Annak vizsgalatara, hogy melyik kozelités a jobb, a matematikai statisztika hibaanalizalo
modszerei alkalmazandok.

V 8. 4. Illesztés tetszoleges fiiggvénnyel

Nemcsak polinom illesztést végezhetiink el a fenti modszerrel! Tetszéleges fiiggvényeket
alapfiiggvényként tekinthetiink és ezek linearis kombindciojat képezhetjiik, majd ezt a fliggvényt
tekintjiik kozelito fiiggvénynek.

4. Példa Illessziik az y =In(x), y =cos(x), y =¢" fliggvények linearis kombinaciojat az

X :=10.24,0.65,0.95, 1.24, 1.73,2.01, 2.23,2.52,2.77,2.99];
Y:=10.23, -0.26, -1.1, -0.45, 0.27, 0.1, -0.29, 0.24, 0.56, 1]
adathalmazra.

Megoldas
Az y=aln(x) + b cos(x) + c € fliggvény egyiitthatoit a



N . 2
F(a,b,c) == z (a ln )+ b cos(x;) +ce : —yl.) haromvaltozos fliggvény a, b és c vatozoja

i=1
szerinti parcialis derivaltjai zérushelyeinek megkeresésével adjuk meg.

> fi=x—aln(x) + bcos(x) +ce":
X:=1[0.24,0.65,0.95,1.24,1.73,2.01,2.23,2.52,2.77,2.99] : Y:=[0.23, -0.26, - 1.1,
-0.45,0.27,0.1, -0.29,0.24, 0.56, 1] : N := nops(X) :

N
L 2
> F = szmplzfy(z,l(f()(i) — ) J
j=
F = -3.232530229 a + 4.765416705 b — 53.54553573 ¢ 4 3.071200000 + 5.108423881 b°

—98.01717203 b ¢ + 1002.506504 ¢ + 6.794102805 a* — 10.69498697 a b
+ 126.5177848 a c
> eI:ZiF=0'e2:=iF=0'e3:=iF=0
Oa ’ 0b ’ oc
el :=-3.232530229 + 13.58820561 a — 10.69498697 b + 126.5177848 ¢ =0
e2 :=4.765416705 + 10.21684776 b — 98.01717203 ¢ — 10.69498697 a =0

e3 := -53.54553573 —98.01717203 b +2005.013008 ¢ + 126.5177848 a =0

Lineéris egyenletrendszert kaptunk,, ami az ismert mddszerek valamelyikével megoldhato.

> solve({el, e2,e3}, {a, b, c})
{a=-1.041032215, b=-1.261318782, c=0.03073482571}

Adjuk meg a kozelité fiiggvényt!

> kozelito == subs(%, f (x))
kozelito := -1.041032215 In(x) — 1.261318782 cos(x) + 0.03073482571 ¢

Rajzoljuk fel a pontokat és a kapott kozelitd fiiggvényt!

> N:=nops(X) :
pontok :=plot( [seq( [X Y] i=1. N) ], style= point, symbol = diamond, color = black) :

[
graf = plot( kozelito, x =X, .. Xy, color = red) :

> plots|display]( [ pontok, graf ], view=1[0..3, -1..1], scaling = constrained, title
= Legkisebb négyzetes illesztés 3 alapfiiggvennyel, axes = framed)



Legkisebb négyzetes illesztés 3 alapfiiggvénnyel
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Az eltérések négyzetdsszege
> Sum( (subs(x =X'[ k], kozelito) -'Y'[k]) "2, k=1 .N) =sum( (subs(x =X[k], kozelito)
-Y[k])"2,k=1.N);

10 X

2
(— 1.041032215 ln(Xk) — 1.261318782 cos(Xk) +0.03073482571 ¢ F — ij =0.9255728970
k=1

V 8. 5. A regresszios egyiitthaték meghatarozasa a linearis algebra
eszkozeivel

V 8.5.1. Egyvaltozés regresszio

Hatarozzuk meg a lineéris regresszid egylitthatoit matrixok segitségével is. Az egyenletrendszer
egylitthatomatrixa legyen A, konstansokbol all6 matrixa pedig B.

N N
Zx?] Zgyixi ce2:=bN

i=1

2,

X
1

N
+a

> restart; with(LinearAlgebra) : el == b (

N N
zx,-] = zy,-i
i=1 i=1

> A, B = GenerateMatrix([el, e2], [a, b]);

1=

+a




i . .
2.7 2.
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i=1 i=1 i=

le- N Zyi

i=1 i=

Az A matrix eldallitas az x adatok alapjan, N=3 esetre:

> N=3;4;B
N:=3

x%-l—xg-i-xg X, +x2+x3
X X, x5 3
V1% T Y%+ yyx

N +J’2 +J’3

A megoldast az inverz matrix segitségével adjuk meg:
> Megoldas = simplify(MatrixInverse(A).B);

2y X F2)% T2y T X Yy TX V3 T X V) TV T XY TV, Xy

Megoldas = %

2 2 2
X +x2 —|—x3 =X Xy T XXy T Xy Xy

| |
D) 2, 202 _ _ (‘x1y2x2_x1y3x3_x2y1x1_x2y3x3
Xl )C2 X3 Xl )C2 Xl X3 )C2 X3

Ellendrizziik a megoldast, ugy hogy az el, e2 egyenletrendszerben a -ba a Megoldas els6
elemét, b-be a masodik elemét helyettesitjik.

2 2 2 2 2 2
XY X T XX T XY, X Y Gy Ty TGy, +x3y2)

> simpliﬁ/(subs( {a = Megoldas,, b =Megoldas2}, {el, 62}) )
(A, tyy=yF ey Xty =0 0 )

Most probaljuk meg az A matrixot jol megjegyezhetd, egyszeriibb mdodon is eldallitani.
Legyenek a fliggetlen valtozo adatai X a fiiggd valtozoé értékei a ¥ halmazban.

> X:= Matrix( 1,3, [xl,xz, x3]) (Y= Matrix( 1,3, [yl,yz,y3]) :

Hozzunk l1étre egy olyan matrixot, amelynek elsd sordban az X elemei, méasodik sordban csupa 1
-es all. 4 Matrix parancs fill=érték opcioja a matrix nem definidlt elemi helyére ir 1 értéket.

> XA :=Matrix(2,3, X, fill=1)



Képezziik az igy kapott matrix és transzponaltjanak szorzatat, és bizonyitsuk be, hogy ez éppen
a A matrixot adja!
> XA.Transpose(XA); A=XA.Transpose(XA)

2 2 2
X +x2 +x3 X, +x2 -l—x3

x1+x2+x3 3
xf—l—xg—l—xg x1+x2+x3 - xf+x§+x§ x1+x2+x3
X X, + x5 3 X Xy + X3 3

Most képezziik az XA ¢€s az Y transzponaltjanak szorzatat, lassuk be, hogy ez éppen a B matrix.

> XA.Transpose(Y); B=XA.Transpose(Y)
VXt T3

YTV, T

VX T x, Ty VXX, Ty X

Yty Ty Yty Ty

Vagyis az A matrix eldallithatdo az XA 2 x N -es matrix €s transzpondltjanak szorzataként, ahol
az elsd sorban az N darab adat elsd koordinataja, a masodik sorban csupa egyes all, mig a B
matrix az XA ¢és az Y transzponaltjanak szorzataként all el6. Tehat az egyiitthatok, vagyis a
megoldasmatrix

-1
(xA-XAT) -xaA-Y!

elsO eleme az a, masodik eleme b értékét adta.
Tehat ha a regresszids egyenes egyiitthatoit keressiik, nem kell mast tenniink, mint az XA és'Y

matrixokon elvégezni a (XA-XAT) .XA-Y! matrixmiiveleteket.

V 8.5.2. Tobbvaltozos regresszio

Tobbvaltozos regresssziorol akkor beszéliink, ha az eredményt tobb valtozo befolyasolja.

Vizsgaljuk eldszor a n=2 kétvaltozos linedris regressziot! Bizonyitsuk be, hogy a megoldas az
egyvaltozos esethez hasonlo, csak az XA matrixnak 3 sora van, ami az X/, X2 adatsorokat és
egy csupa 1-esbdl allo sort tartalmaz.

A fliggetlen valtozok legyenek x/ ésx2, a keresett kétvaltozos fliggvény legyen
f(x1,x2) =a0 + al-xI + a2-x2 alaku (vagyis sikot illesztlink az adatokra.) . Az a0, al, a2
ismeretleneket tartalmazé haromvaltozods fiiggvény pedig

N
F(a0,al,a2) = (aO+a1x1i+a2x2i—yl.)2alakﬁ.

i=1
> restart; with( CurveFitting) :

N

0
: : e 2. g -0 -
with(LinearAlgebra) : F := p l(aO +al xl; + a2 x2, —yl.) cel = 5 F=0:¢e2



" dal -¢ 0al

N N N N

> el =al (Zx%. +al le x2; | +a2 (Zx%zJ = ZyleZ
i=1 i=1 Nl—l l]_vl

> e2 :=al (Z +al le? +a2 Zx] x2) ZZylxll
= i=1 1]\71 v i=1

> e3:=a0N +al Zx]i +a2 Z J Zyl

Amint azt vartuk, a harom valtozora linearis egyenletrendszert kaptunk.

> A, B = GenerateMatrix([el e2,e3], [a2,al,al])

N

ZXZ? Zx] x2,; ZXZ Zyl. x2;
i=1 i=1

N N N N
4, B = ZXIixZi le? Z)c]l. ) Zyl.xli

i=1 i=1 i=1 i=1
N N N
.lezi Zixji N Zly"
i= i= 1=

> Megoldas = simplify(MatrixInverse(A).B) :
A fenti métrix attekinthetetleniil nagy, ezért ki sem irattuk. frjuk fel a megoldast

-1
(XA-XAT) -XA-Y' alakban, legyen n=2, N=5.

> X1 = [x]l, xly, x15, x1,, xls] X2 = [x21, X2, X235, X2, x25] (Y= [yl,yz, V3 Vi ys] :
N :=nops(X1) :
> A= Matrix(3, 3, [[evalf(AL 1), evalf(Al’ 2), evalf(Al’ 3)] [evalf( ) 1)
evalf(Az, 2), evalf(Az’ 3) ], [evalf(Al 1), evalf(Al 2) , evalf( ) ]]
> B:= Matrix(3, 1, [evalf(Bl), evalf(Bz), evalf(B3) ]) :

) :

Az XA matrixban most az X/, X2 adatai keriilnek az els6 2 sorba, a harmadik sorba keriil csupa
1-es. Igazoljuk, A=XA-XAT ésB=XA-Y’.
> XA :=Matrix(3, N, [ X2, X1], fill=1)
x21 x22 x23 x24 x25
X4 = x]1 xl2 xl3 x14 x]5
1 1 1 1 1
> A — (XA.Transpose(XA4) )
000

000
0 0 0.



> B-XA.Transpose(convert(Y, Matrix) )

Megjegyzés: mivel Y halmaz és nem matrix, at kell konvertalni matrixsza. Tehat a megoldas:

> Megoldas = simplify(MatrixInverse( XA.Transpose (XA) ) XA.Transpose (convert( Y,
Matrix))) :

Ez persze igy is sok szamolast igényel, de konnyebben megjegyezhetd a szamolds algoritmusa.

5. Példa irjuk fel a kétvaltozos regresszios fiiggvényt, ha X7 := [58, 52, 133, 179, 98],
X2 :=[405, 450, 350, 285, 330], Y:= [590, 660, 780, 770, 710].

Megoldas

> X1 :=1[58,52,133,179,98]: X2 :=[405, 450, 350, 285, 3307 :
Y:=[590, 660, 780, 770, 710] : N :== nops(Y) :
> XA :=Matrix(3, N, [ X2, X1, fill=1)

405 450 350 285 330
XA:=| 58 52 133 179 98
1 1 1 1 1

> XA.Transpose(XA)
679150 176795 1820
176795 65402 520
1820 520 5

> XA.Transpose(convert( Y, Matrix))
1262700
379690
3510

> Megoldas = simplify(MatrixInverse( XA.Transpose (XA) ) XA.Transpose(convert( Y,
Matrix))) :

> a2 = evalf(Megoldasll>; al = evalf(Megoldas21>; al = evalf(Megoldas3l)
a2 :=0.4185489151
al :=1.755483413
a0 :=367.0779199

Tehat azy értékeit legjobban kozelitd kétvaltozos fliggvény:

> fi=a0 +al xI +a2x2
f:=367.0779199 + 1.755483413 x1 + 0.4185489151 x2

Az eljaras altalanosithato tobbvaltozods esetre, ekkor az XA matrix (n+1) XN tiipusu, aholn a



fliggetlen valtozok szama.

Feltételek:

1. N a mérések szama. N>(n+1).

2. A fliggetlen valtozok értékei lineéarisan fiiggetlen rendszert alkossanak, vagyis a fiiggetlen
valtozok értékei ne fliggjenek egymastol.

Ha valamelyik valtozo6tol nem linearisan fiigg a fiiggd valtozo, alkalmazni kell a linearizalas
modszerét.

V 8. 6. Gyakorlati alkalmazasok

6. Példa A vizgazdalkodasnal fontos feladat a varhato vizmagassag eldrejelzése. A vizmagassag 5
-6 paramétertdl is fligg, most csak a csapadék mennyisége €s az es6zés kezdetén fennnallo
budapesti vizallas befolyasat vizsgaljuk. X7 a csapadék mennyiségét (mm), X2 az es6zés kezdetén a
vizallast (cm), Y a tet6z6 vizallast (cm) tartalmazza, 26 év megfigyelései alapjan. Mennyi lesz a
maximalis vizallas, ha 100 mm eso esik és a kezdeti vizallas 380 cm?

Megoldas

> XI:=1[58,52,133,179,98, 72, 72,43, 62, 67, 64, 33, 57, 62, 54, 48, 86, 74, 95, 44, 53, 77,

46, 123,26, 62] :
N :=nops(X1) :

> X2 :=[405, 450, 350, 285, 330, 400, 550, 480, 450, 610, 380, 460, 425, 560, 420, 620, 390,
350, 570, 710, 700, 580, 700, 560, 370, 4301 :

> Y:=1[590, 660, 780, 770, 710, 640, 670, 520, 660, 690, 500, 460, 610, 710, 620, 660, 620,
590, 740, 730, 720, 720, 640, 805, 510, 673 ] :

> XA :=Matrix(3, N, [ X2, X1, fill=1)

3 x 26 Matrix
Data Type: anything

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

Figyeljiik meg, ilyen nagy méretli matrixot mér nem ir ki a Maple elemenként, de az eredményre
kétszer rakattintva egy kiilon ablakban megjelenik a matrix, elemenként.. valoban?

> A := XA.Transpose(XA); B := XA.Transpose (convert( Y, Matrix) );
M = evalf (MatrixInverse(A).B) :
> a0 =M, ;al =M, ;a2 =M,
1 1 1
6413075 849440 12535
A:=| 849440 157786 1840

12535 1840 26

8269640
B:=| 1251091
16998

a0 :=274.8906841

al =2.348974379
a2 :=0.4410633712



> fi=a0+al xI +a2x2
f:=274.8906841 + 2.348974379 xI1 + 0.4410633712 x2

A maximalis vizallas 100 mm es6 és 380 cm kezdeti vizallas esetén:

> keresett vizallas = subs({xI =100, x2=380}, f)
keresett _vizallas := 677.3922031

Abrazoljuk a mérési eredményeket és a regresszios sikot k6zds koordinata rendszerben.

> N :=nops(XI) : with(plots) :
pontok :=p0intplot3d( [seq( [XIZ., X2, Yl], i=1 ..N) ], style = point, symbolsize =30, symbol

= cross, color =red, axes = normal ) :

x10:= min(seq(X]i, i=1 ..N) ) ixlv:i= max(seq(Xll., i=1 ..N) ) :

x20 = min(seq(XZl., i=1 ..N) ) (x2v = max(seq(X2l., i=1 ..N) ) 10 = min(seq( Y,i=1
NY) iyve= max(seq( Y,i=1 -N) ) cgraf :=plot3d(f, x1 =x10 — 1 .x1v,x2=x20 — 1

.x2v, style=surface) : plots|display3d]( [ pontok, graf ], axes = normal, orientation
=[60, 60, 0])

7. Példa A fagyidrus napi forgalma fligg attol, hany fok van az adott napon, fiigg attol, mennyi
pénze van az embereknek, illetve fiigg attol, hogy hétvége van-e vagy sem. Legyen X1 a
hémeérséklet Celsius fokban, X2 a kdolaj napi piaci ara (ettdl fiigghet a pénzmennyiség) , X3 értéke
1, ha hétvége, 0 ha nem. Y az eladott fagyimennyiséget tartalmazza. Mennyi fagylaltot adnak el
25 fok 100 dolléros olajar és hétvége esetén?

Megoldas



> restart, with(LinearAlgebra) :
> X1:=120,12, 32,15, 20, 22, 34, 20, 16, 23,22, 24] :
N =nops(X1) : X2 :=[100, 98, 102, 103, 95, 89, 99, 104, 105, 100, 101, 103]: X3 :=[1, 1,
0,0,0,0,1,0,1,1,1,1]:
> Y:=[765, 780, 804, 899, 954, 990, 786, 788, 812, 850, 899, 9121 : XA := Matrix(4, N, [ X3,
X2, X1, fill=1); A = XA.Transpose(XA); B .= XA.Transpose(convert(Y, Matrix) )

4 x 12 Matrix
Data Type: anything

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

7 706 151 7]
706 120015 25963 1199
151 25963 6078 260

7 1199 260 12

5804 |
1021046
221425

10239

> M= evalf (MatrixInverse(A).B) : a0 := ]\441; al = M31; a2 = ]\421; a3 = M11
a0 =1722.169106
al =-1.286281520
a2 = -8.185884070
a3 = -39.67444030

Tehat az Y értékeit legjobban kozelité haromvaltozos fiiggvény:

> fi=a0+al x] +a2x2+a3x3
f:=1722.169106 — 1.286281520 x/ — 8.185884070 x2 — 39.67444030 x3

A keresett eladott fagylaltmennyiség a round fiiggvénnyel kerekitve::
> round(subs({x1=25,x2=100,x3=1},1))
832

V 8. 7. Beépitett Maple lehetéségek

A 7. fejezetben emlitett gorbeillesztd interaktiv feliilet a legkisebb négyzetes illesztést is lehetové
tesz. Eszk6zok->Asszisztens(A)->Gorbelllesztés(C ) asszisztens tobbféle gorbeillsztést tesz
lehetévé. A pontok megaddsa utan valasszuk a LeastSquares opciot.

> CurveFitting[ Interactive]( )

V 8. 8. Feladatok



1. Feladat Az alabbi tablazat egy atlagos gépkocsi sebességének (km/h) és az adott sebességhez
tartozo féktavolsagot (m) mutatja.

X=1[54,9.6,149,19.8,25.6,29.4,353,39.7], Y=[5.6,11.8, 20.4, 39.9, 51.9, 71.9, 90.3, 127.3 ]

Az adatok abrazolaséaval, a legkisebb négyzetek modszere alapjan hatarozzuk meg a kozelitd
fliggvény tipusat és egyiitthatoit!

2. Feladat Eldoradoban két kormanyzojelolt van: P és Q. A valasztasi hadjarat kezdetekor (0.
honap) és ettdl kezdve félhavonként kozvéleménykutatast tartanak, mely Q népszeriiségének
ndvekedést mutatja, az egyes felmérésekkor a lakossag 6.5, 6.6, 7.2, 8.9, 12.1, 17.5, és 22.5 %-a
tamogatja. Allapitsa meg Q népszeriiségi gorbéjét a legkisebb négyzetek modszere alapjan! A
kozelitd fiiggvény y=ax3+b legyen! Ha a 4. honap elején vannak a valasztasok, ki lesz a
kormanyz6?

3. Feladat Egy hazibuliban idonként valaki cigarettara gytjt. A szobaban egy méroberendezés van,
amely regisztralja a levegdben 1év6 nikotin mennyiségének valtozasat: 1 perc elteltével a levegd
nikotintartalma 0.18 %, 2 perc elteltével 0.23%, 5, 10, 20, 50 perc mulva rendre 0.28, 0.3, 0.32,
0.33 %. A legkisebb négyzetek modszere alapjan allapitsuk meg a nikotin novekedési tendencidjat
az 1d¢ fiiggvényében!

4. Feladat A viz forraspontjat (¢, c’ ) a felszinre nehezedd nyomast (p Hgmm) a kdvetkezd
tablazat tartalmazza:

P 700 710 720 730 740 730 760 770 780 790
¢ 07.71 | 9810 | 9849 | 9888 | 99.26 | 99.63 | 100.00 | 100.37 | 100.73 | 101.09

(A tengerszint feletti magassag ndvekedésével csokken a légnyomads.) Hatdrozza meg a viz
forraspontjat 721 Hgmm nyomason.

5. Feladat A piacon a gylimolcs ara forditottan aranyos a felhozatal mennyiségével. Az elmult
idében a gylimdlcsmennyiség €s az arak a kdvetkezOképpen valtoztak: Amikor 500 kg almat
hoztak, akkor kilojaért 22 fabatkat (ft) kértek. 1000 kg esetén az egységar 19.50 ft, 1600 kg esetén
18.50 ft, 2000 kg esetén 18.20 ft, 3000 kg esetén 17.90 ft, 4000 kg esetén 17.50 ft. Hatarozza meg

az arfiiggvényt a legkisebb négyzetek modszere alapjan. (y = 24 b). Mennyi lesz az alma éara
X

8000 kg felhozatala esetén?
6. Feladat A kozgazdaszok az arucikkeket olyan szempontbol is osztalyozzak, hogy mekkora az

irantuk mutatkozd keseslet. Statisztikailag vizsgaltak, miként valtozik az élelmiszerekre jutd atlagos
kiadés az egy fore juto teljes fogyasztasi kiadashoz képest. (Az arak dollarban vannak megadva.)

Atlagos 529762102 | 143 | 144 (291 | 309 350 | 407 [ 439|539 | 622|919 1295
dsszes
Elelmezési 337 | 48.1 | 584|696 (903153 151135173 | 152|172 215 | 247 | 409
kiadas

Hatédrozza meg a legjobban kozelitd y = ax’ alaka fliggvényt!

7. Feladat Az alabbi tablazat a Kootenai foly6 vizhozamat mutatja 1931-t61, évente, két helyen:

x|27.1[209]334|776|37.0(216|176|351 (326|260 |276|38.7| 278
y|197 180|261 (449|261 199|157 276249234 (231|313 238




Milyen fliggvénykapcsolat van a két helyen mért vizhozam kozott?

V 8.9. Ellen6rzé kérdések

1. Fogalmazza meg a legkisebb négyzetek modszerének alapproblémajat!

2. Milyen egyenletrendszer megoldéasa soran jutunk a regresszids egyenes paramétereinek
meghatarozasahoz?

3. Mit jelent a linearizalas a legkisebb négyzetek mddszere estén?

4. Tobbvaltozos linedris regresszid esetén milyen segédmatrix alkalmazhat6 az A egyiitthatomatrix
felirasaho?

5. Tobbvaltozds linearis regresszio esetén milyen matrixmiivelettel kapjuk meg a kozelito
fliggvény egyiitthatoit?



